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Аннотация. В данном статье рассмотрены основные типы спектральных преобразований сигналов, 

представленных как в аналоговой, так и в дискретной форме. Это разложение периодических функций 

в ряды Фурье, интегральные преобразования Фурье и Лапласа непериодических сигналов, оконное 

преобразование Фурье. Проанализированы процессы, происходящие при дискретизации непрерывных 

сигналов. Рассмотрены алгоритмы дискретного и быстрого преобразования Фурье. 
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Введение. Ранее было показано, что спектр периодического сигнала 
дискретный, то есть сигнал может быть разложен по определённым гармоникам. 
Дискретный сигнал имеет периодический спектр. Дискретный периодический сигнал 
будет иметь дискретный периодический спектр. Дискретный сигнал представляется в 
виде последовательности значений сигнала xn=x(tn) в фиксированные моменты 
времени tn=nTs. У периодического дискретного сигнала значения xn периодически 
повторяются через определённое количество отсчётов N, то есть для любого n 
выполняется xn=xn+N. Разложим исходный непрерывный сигнал в ряд Фурье:  

𝑥(𝑡) = ∑ 𝑐𝑘
+∞
𝑘=−∞ 𝑒𝑖𝜔𝑘𝑡    ,  𝜔𝑘 =

2𝜋𝑘

𝑇
       (1) 

Вычислим значения этого ряда в моменты времени tn и учтём, что на периоде 
сигнала T находится N отсчётов, то есть T=NTs. В получившейся сумме можно 
привести подобные слагаемые, так как каждое N-ое значение комплексной 
экспоненты одинаково:  

𝑥(𝑡) = ∑ 𝑐𝑘
+∞
𝑘=−∞ 𝑒𝑖𝜔𝑘𝑡𝑛 = ∑ 𝑐𝑘𝑒

𝑖
2𝜋𝑘

𝑇
𝑛𝑇𝑠+∞

𝑘=−∞ = ∑ 𝑐𝑘𝑒
2𝜋𝑖

𝑁
𝑘𝑛+∞

𝑘=−∞         

(2) 

В получившейся сумме можно привести подобные слагаемые, так как каждое N-
ое значение комплексной экспоненты одинаково: 

𝑒
2𝜋𝑖
𝑁
(𝑘+𝑚𝑁)𝑛 = 𝑒

2𝜋𝑖
𝑁
𝑘𝑛 ⋅ 𝑒𝑖2𝜋𝑚𝑛 = 𝑒

2𝜋𝑖
𝑁
𝑘𝑛

 

𝑥𝑛 = ∑ 𝐴𝑘
𝑁−1
𝑘=0 𝑒

2𝜋𝑖

𝑁
𝑘𝑛

  ,  𝐴𝑘 = ∑ 𝑐𝑘+𝑠𝑁
+∞
𝑠=−∞      (3) 

Комплексные экспоненты в разложении в ряд Фурье образуют 
ортонормированный базис функции, это свойство используется для нахождения 
коэффициентов разложения Ak. Определим скалярное произведение дискретно 
заданных функций xn и yn следующим образом:  

(𝑥, 𝑦) =
1

𝑁
∑ 𝑥𝑛
𝑁−1
𝑛=0 𝑦𝑛                (4) 

где чертой обозначено комплексное сопряжение. Умножив скалярно выражение для 

xn в (3) на 𝑒−
2𝜋𝑖

𝑁
𝑚𝑛

  можно найти все коэффициенты Ak.  
 

1

𝑁
∑ 𝑥𝑛
𝑁−1
𝑛=0 𝑒−

2𝜋𝑖

𝑁
𝑚𝑛 = ∑ 𝐴𝑘

𝑁−1
𝑘=0 [

1

𝑁
∑ 𝑒

2𝜋𝑖

𝑁
(𝑘−𝑚)𝑛𝑁−1

𝑛=0 ]    (5) 

Сумма в квадратных скобках может быть сосчитана как сумма геометрической 
прогрессии, которая вычисляется по формуле: 

𝑏𝑚 = 𝑏0𝑞
𝑚, 𝑆𝑁 = ∑ 𝑏0𝑞

𝑛𝑁−1
𝑛=0 = 𝑏0

1−𝑞𝑁

1−𝑞
                (6) 

Сравнив сумму в квадратных скобках в (4) c (5):  

𝑏0 = 1 , 𝑞 = 𝑒
2𝜋𝑖

𝑁
(𝑘−𝑚)

     (7) 

1

𝑁
∑ 𝑒

2𝜋𝑖
𝑁
(𝑘−𝑚)𝑛

𝑁−1

𝑛=0

=
1

𝑁

1 − 𝑒2𝜋𝑖(𝑘−𝑚)

1 − 𝑒
2𝜋𝑖
𝑁
(𝑘−𝑚)

= 𝛿𝑘𝑚 = {
1,𝑚 = 𝑘
0,𝑚 ≠ 𝑘
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Числитель дроби всегда равен нулю, а знаменатель обращается в ноль, только 
когда k = m. В этом случае возникшая неопределённость раскрывается по правилу 
Лопиталя. Если подставить в (5) вместо квадратных скобок символ Кронекера δkm, в 
сумме по k останется только Am .  

𝐴𝑚 =
1

𝑁
∑ 𝑥𝑛𝑒

2𝜋𝑖

𝑁
𝑚𝑛𝑁−1

𝑛=0         (8) 

Формула (8), определяющая коэффициенты разложения в тригонометрический 
ряд Фурье, называется прямым дискретным преобразованием Фурье, а формула (1) 
обратным дискретным преобразованием. Эти формулы симметричны и отличаются 
только знаком под экспонентой и постоянным множителем перед знаком суммы. 
Обычно дискретное преобразование Фурье сигнала, заданного отсчётами в виде 
вектора xn из N элементов, вычисляется по формуле:  

 

𝑥𝑚 = ∑ 𝑥𝑛𝑒
−
2𝜋𝑖

𝑁
𝑚𝑛𝑁−1

𝑛=0 = ∑ 𝑥𝑛
𝑁−1
𝑛=0 𝑊𝑁

𝑚𝑛        (9) 

𝑊𝑁 = 𝑒
−
2𝜋𝑖
𝑁  

Обратное преобразование Фурье по формуле:  

𝑥𝑛 =
1

𝑁
∑ 𝑋𝑚𝑒

2𝜋𝑖

𝑁
𝑚𝑛 =

1

𝑁
𝑁−1
𝑚=𝑜 ∑ 𝑋𝑚

𝑁−1
𝑚=0 𝑊𝑁

−𝑚𝑛    (10) 

Формула (7) может быть представлена произведением матрицы на  

вектор: 

(

𝑋0
𝑋1
⋮

𝑋𝑁−1

) =

(

 
 

𝑊𝑁
00 𝑊𝑁

01 … 𝑊𝑁
0(𝑁−1)

𝑊𝑁
10 𝑊𝑁

11 … 𝑊𝑁
1(𝑁−1)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑊𝑁
(𝑁−1)0 𝑊𝑁

(𝑁−1)1 … 𝑊𝑁
(𝑁−1)(𝑁−1)

)

 
 
(

𝑥0
𝑥1
⋮

𝑥𝑁−1

)    (11) 

Алгоритм быстрого преобразования Фурье  
Для вычисления каждого X m производится N операций умножения и N −1 

операций сложения, то есть для вычисления всего вектора y количество операций 
сложения и умножения будет N (2N −1), величина порядка O (N2). При этом ещё 
необходимо затратить дополнительное время для вычисления всех элементов 
матрицы. Использование дискретного преобразования Фурье не эффективно, так как 
время, затрачиваемое на вычисления, пропорционально квадрату количества 
отсчётов.  

Количество операций, затрачиваемых на вычисление суммы в (102), можно 
значительно сократить, если количество элементов xn может быть представлено как 

произведение целых чисел N = N1N2. Этот алгоритм называется алгоритмом быстрого 

преобразования Фурье (был разработан математиками J.W. Cooley и J.W. Tukey в 
1965 году). Наиболее эффективный вариант, когда N есть 2 в какой-нибудь степени, 
тогда количество операций, требуемых для быстрого преобразования Фурье, порядка 
O (N ln N). В этом случае N = 2M.  

В формуле (102) разобьём слагаемые на две суммы, в одной будут слагаемые 
с чётными номерами, в другой – с нечётными:  
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𝑋𝑚 = ∑ 𝑥2𝑛

𝑁
2
−1

𝑛=0

𝑊𝑁
2𝑚𝑛 +∑ 𝑥2𝑛+1𝑊𝑁

(2𝑛+1)𝑚

𝑁
2
−1

𝑛=0

 

Результаты исследования 
Сравнение результатов измерения 

   
А). Без фильтров 

 
Б). С помощью преобразование Фурье 
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