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Аннотация. Транспортнинг статционар юки 
бўшлиқ юзасида ѐки бўшлиқни қобиқ кўмагида 
маҳкамланган ички юзасида таъсир қилади. Юкнинг 
тезлиги тадқиқ қилинаѐтган ер ости иншоотлари 
учун замонавий транспорт тезлигига мос келадиган 
товуш тезлиги қабул қилиннади. Ярим фазовий ва 
қалин деворли қобиқларнинг ҳаракатларини 
ифодалаш учун Ламе потенциали орқали эластик 
назариясининг динамик тенгламалари қўланилади. 
Юпқа деворли қобиқлар учун ингичка қобиқлар 
назариясининг классик тенгламалари қўлланилади. 
Тенгламалар юк билан боғлиқ ҳаракатланувчи 
координаталар тизимида ѐзилади. 

Калит сўзлар: иборалар: қалин деворли қобиқ, 
статционар юк, бўшлиқ, ҳаракатланувчи 
координаталар тизими, Ламе потенциали, модел, 
устиворлик, қовушқоқлик. 

Аbstrakt. A stationary transport load acts on the 
surface of the cavity or on the inner surface of the shell 
supporting the cavity. The speed of the load is accepted 
subsonic, which corresponds to modern transport speeds 
in the studied underground structures. To describe the 
motion of half-space and thick-walled shells, the dynamic 
equations of the theory of elasticity in Lame potentials are 
used, and for thin-walled shells, the classical equations of 
the theory of thin shells are used. The equations are 
written in a moving coordinate system associated with the 
load. 

Key words: thick-walled shell, stationary load, cavity, 
moving coordinate system, Lame potentials, model, 
stability, viscoelasticity. 

Введение. 
В теоретическом аспекте решение 

основывалось на работах [1,2,3]. В [4,9,10] 
методом разложения потенциалов на плоские 
волны решены первая и вторая краевые задачи 
теории упругости для полуплоскости с 
сосредоточенным внутри неѐ точечным 
источником стационарных волн потенциал 
которого представлен через цилиндрические 
функции. А в [5], с использованием такого 
подхода, решена задача о стационарной 
нагрузке на контуре кругового отверстия в 
полупространстве. Используя идею этих работ о 
суперпозиции решений и переразложении 
плоских волн в ряды по цилиндрическим 
функциям, в [6] получено, в отличие точное 
аналитическое решение для дозвукового случая, 
когда скорость движущейся нагрузки меньше 
скорости волн Релея.  

 
Постановка задачи и методики решения. 
Используя для исследований модельный 

подход, представим тоннель как бесконечно 
длинную круговую цилиндрическую полость 
радиусом r = R, расположенную в линейно-
вязкоупругом, однородном и изотропном 
полупространстве x ≤ h (рисунок 1) параллельно 
его горизонтальной границе (земной 
поверхности). 

 
Рисунок 1-Расчётная схема неподкреплённого 

тоннеля 
 

Определяется реакция полупространства 
движущеюся с постоянной дозвуковой скоростью 
С по поверхности полости в направлении оси Z с 
нагрузкой Р. 

Для этого воспользуемся уравнениями 
движения упругой среды в векторной форме [7,8] 
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где Е
~ - операторный модуль упругости, которые 

имеют вид [3,4]:  
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 t -произвольная функция времени;  tRE - 

ядро релаксации; 
01E –мгновенной модуль 

упругости; Принимаем интегральные члены в (5) 
малыми, тогда функции     ti Rett

 
 , где  t -

медленно меняющаяся функция времени, R -

действительная константа. Далее применяя 
процедуру замораживания [3], заметим 
соотношения (2) приближенными вида  
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где    



0

cos  dR RR

C ,    



0

sin  dR RR

S , 

соответственно, косинус и синус образы Фурье 
ядра релаксации материала. В качестве примера 
вязкоупругого материала примем трех 
параметрических ядро релаксации     1/ tAetR t

. На функцию влияния  (   ) накладываются 
обычные требования интегрируемости, 
непрерывности (кроме    ), 
знакоопределенности и монотонности: 

    
  ( )

  
     ∫  ( )    

 

 
   

 u


 - вектор перемещений среды . 

Так как рассматривается установившийся 
процесс, то картина деформаций стационарна по 
отношению к движущейся нагрузке. Поэтому 
удобно перейти к подвижной системе координат 

 = z – ct, связанной с нагрузкой P. 
Тогда уравнение (1) перепишется в виде 
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Здесь Mp = c/cp, Ms = c/cs - числа Маха;  

   2pc , sc  - скорости 

распространения волн расширения - сжатия и 
сдвига в среде. 

При действии нагрузки на поверхность 
полости, имеем 

 ,,),,( rjPjRrrj 
,                 (3) 

где rj - компоненты тензора напряжений в среде, 

Pj(,) - составляющие интенсивности подвижной 

нагрузки P(,). 
Так как граница полупространства свободна 

от нагрузок, то при x = h 

0  xxyxx
.                        (4) 

Преобразуем уравнение (1.2), выразив вектор 
смещения упругой среды через потенциалы 
Ламе 

rotgrad 1  u .                        (5) 

Потенциал  можно представить в виде [7] 

   ee 32 rot , 

где e - орт оси . 
С учѐтом этого, (5) примет вид 

      eeu 321 rotrotrotdivgrad           (6)  

(2) и (6) следует, что потенциалы j 
удовлетворяют видоизменѐнным волновым 
уравнениям 
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Здесь М1 = Мp, М2 = М3 = Мs. 
Выразим компоненты напряжѐнно-
деформированного состояния (НДС) среды через 

потенциалы j. Компоненты вектора u (6) в 
цилиндрической (8) и декартовой (9) систем 
координат [3]: 
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где 
22 1 ss Mm  . Объѐмная деформация  

1

2div   u . (10) 

Используя закон Гука, с учѐтом (8), (9) находим 
выражения для компонент тензора напряжений в 
цилиндрических (11) и декартовых (12) 
координатах 
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Таким образом, для определения компонент 
напряженного-деформированного состояния 
среды необходимо решить уравнения (7) 
совместно с граничными условиями (3) и (4). 

 
Задачи действие подвижных нагрузок на 

неподкреплённый тоннель 
В теоретическом аспекте решение 

основывалось на работах [12,13]. В [11] методом 
разложения потенциалов, на плоские волны 
решены первая и вторая краевые задачи теории 
упругости, для полуплоскости с 
сосредоточенным внутри неѐ точечным 
источником стационарных волн потенциалы 
которого представлен через цилиндрические 
функции. А в [12], с использованием такого 
подхода, решена задача о стационарной 
нагрузке на контуре кругового отверстия в 
полупространстве. Используя идею этих работ о 
суперпозиции решений и переразложении 
плоских волн в ряды по цилиндрическим 
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функциям, в [13] получено, в отличие точное 
аналитическое решение для дозвукового случая, 
когда скорость движущейся нагрузки меньше 
скорости волн Релея.  

 
Постановка задачи для кругового 

тоннеля.  
Используя для исследований модельный 

подход, представим тоннель как бесконечно 
длинную круговую цилиндрическую полость 
радиусом r = R, расположенную в линейно-
вязкоупругом, однородном и изотропном 
полупространстве x ≤ h (рисунок 1) параллельно 
его горизонтальной границе (земной 
поверхности). Определим нагрузки Р реакцию 
полупространства на движущуюся с постоянной 
дозвуковой скоростью с по поверхности полости 
в направлении оси Z. 

Так как рассматривается установившийся 
процесс, то картина деформаций стационарна по 
отношению к движущейся нагрузке. Поэтому 
удобно перейти к подвижной системе координат 

 = z - ct, связанной с нагрузкой P. 
Тогда уравнение (1) перепишется в виде 
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Здесь Mp = c/cp, Ms = c/cs-числа Маха; 

   2pc sc  - комплексные скорости 

распространения волн расширения - сжатия и 
сдвига в среде. 

При действии нагрузки на поверхность 
полости, имеем 

 ,,),,( rjPjRrrj 
,                 (13) 

где rj - компоненты тензора напряжений в среде, 

Pj(,) - составляющие интенсивности подвижной 

нагрузки P(,). Так как граница 
полупространства свободна от нагрузок, то при 
x = h 

0  xxyxx
.                     (14) 

Преобразуем уравнение (1), выразив вектор 
смещения упругой среды через потенциалы 
Ламе 

rotgrad 1  u .                     (15) 

Потенциал  можно представить в виде [7] 

    ee 32 rot , 

где e – орт оси . 
С учѐтом этого, (5) примет вид 

     eeu 321 rotrotrotdivgrad  . (16) 

Из (15) и (16) следует, что потенциалы j 
удовлетворяют видоизменѐнным волновым 
уравнениям 
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Здесь М1 = Мp, М2 = М3 = Мs. 
Выразим компоненты напряжѐнно-

деформированного состояния (НДС) среды через 

потенциалы j. Компоненты вектора u (15) в 

цилиндрической (16) и декартовой (17) систем 
координат [14]: 
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 где 
22 1 ss Mm  . Объѐмная деформация  

1

2div   u . (19) 

Используя закон Гука, с учѐтом (17), (18) находим  
выражения для компонент тензора напряжений в 
цилиндрических и декартовых координатах. 
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Таким образом, для определения компонент 
напряженного - деформированного состояния 
среды необходимо решить уравнения (17) 
совместно с граничными условиями. Применим в 
подвижной системе координат к уравнениям 
движения и граничным условиям комплексное 
преобразование Фурье вида [13] 

   




  de i , (21) 
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Записывая общие решения 
преобразованных уравнений движения тоннеля в 
виде (12)-(21) находим следующую систему 
алгебраических уравнений для определения 
безразмерных трансформант перемещений 
срединой поверхности  
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Напряжение на границе мягкого слоя и упругой 
среди (r = b) в безразмерном виде имеет вид: 
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 Здесь  = ρ/ρв представляет собой 
отношение плотности окружающей среды на 

плотность мягкого слоя; 


 ,  - является 

функциями  и . Находим следующее 
выражение для трансформанты нагрузки, 
которая передается на оболочку со стороны 
мягкого слоя  
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Элементы определителя 
keAdet  вычисляется то 

формула ;2 111 MA   ;1112 aA   ;1213 nMA   ;1314 AA   

;11121 ASA      ;/* 11101222 zkzkAA   

   ;/* 22201323 zIzIAA     ;/* 21101324 zkzkAA  ;
2

1
1131 AA 

;
2

1
1132 AA        ;//2/ 23214130141 MzAzkzknA  ;/ 11331 nAA   

;/ 11334 nAA   
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          ;////2 2661516150
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1243 MzzIzIzkzkMA   

          ;////2 2661616150
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 где ;1 2

1 pMm   ;1 2

12 SMm    

;11 Mz   ;1122 Mz   ;13 Mz   

 ;1 1114 kmz    ;15 mz     ;/11 aabk   

 
110

kk  -модифицированные функции Неймана; 

110
II  - модифицированные функции Бесселя; 

Решение уравнений движений окружающей 
среды имеет вид  pSf CCC   

         rmIBrmkAr nnn  141,   

         rmIDrmkCr ninn  1242,       (23)  

Выражение для трансформанты 
нормального перемещения имеет вид 
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Определим  5.......2.1 jj
 получается из 

keAdet  заменой j=20 столбцом С элементами {0; 

0; 1; 0; 0}. После этого функции     DA ......  
из 

(23) могут быть вычислены по формулам 
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iem - миноры элемента Аje. Для конкретного 

значения скорости движения нагрузки. С 
знаменатели под интегральных выражений в 
формулах (21) являются трансцендентными 
функциями относительно  С действительными 

коэффициентами, зависящими от С, а также от 
механических параметры оболочки и слоя.  

Анализ интегралов обращения необходимо 
начинать с   ,0, 0 CD   что эквивалентно 

построению дисперсионной зависимости в 
соответствующей задаче о распространении 
свободных волн и нахождению из дисперсионных 
кривых корней знаменателе для выбранной 
скорости движения нагрузки. С при С < С5. На 
рисунок 2 изображено изменение перемещений 
заполнителя в зависимости толщине тел при 
различных значениях жесткости. Как видно из 

рисунок (  100, 50, 10, 2) что для достаточно 

жесткого слоя (  100) прогибы оболочки 
сушественно снижается W

*
 . 

 
Рисунок 2. Прогибы оболочки в зависимости 

от толщине. 

1. Для заданной скорости С имеется один 
или два различных корня знаменателя. 2. Для 
некоторых значение. С знаменатель имеет 
двойной корень. Этот случай отвечает минимум 
соответствующей дисперсионной кривой на 
рис.2. Такая скорость движения называется 
резонансной и обозначается С

х
. Появляется 

резонансный эффект, или которой прогибы и 
контактной давления стремятся к бесконечности. 

2. Для данного значения С знаменатель не 
имеет корней на действительной оси как видно 
из рис. 2, это будет или, С<Сф (до резонансный 
режим). При такой скорости движения интегралы 
обращение не являются особыми и могут быть 
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найдены эффектными численными методами. 
Разделив интеграл (21) на два слагаемых  

 



0

10

1
dxw


 

или  

  
2

1
10

1 


dxw                    (25)  

Величину интеграла (25) найдена численно, 
с помощью метода Ромберга [2]. При 
вычислении интеграла по методу Ромберга, 
приходится многократно вычислять 
подынтегральную функцию. Обратное 
преобразование Фурье (25) выполнилась 
численно. Показано, что при длине шага 
интегрирование 1,01 погрешность процедуры не 
превышает 0,3 - 0,5 % 

Выводы. 
1. Для описания поведения вязкоупругих 

материалов с нестабильными свойствами, не 
условливается принципу температурно - 
временной аналогии, предложено не разностное 
сингулярное ядро наследственности. 

2. Предложено универсальный алгоритм для 
решений поставленных задач. 
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